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RESUMEN
Las "Torres de Hanoi" hacen referencia a un rompecabezas a través del cual se

describe, de forma sencilla, el método de la recurrencia. Las ecuaciones en

diferencias nos describen la evolucién temporal de un sistema o un fenémeno, de
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forma que los diferentes estados discretos, por los que pasa sucesivamente, son
funcion directa de los correspondientes estados inmediatamente anteriores; estos son
los llamados sistemas dindmicos discretos, es decir con evoluciones a saltos en el
tiempo y no de forma continua, lo que vendria expresado por una ecuacién
diferencial. En este articulo llevamos a cabo un ejercicio de abstracciéon que nos
permite estudiar un poco mas a fondo las ecuaciones de este tipo. También
ofrecemos una serie de pautas para poder manipular adecuadamente las ecuaciones
lineales en diferencias y se han estudiado conceptos como los criterios de estabilidad
y asintoticidad.
Espacio en blanco

PALABRAS CLAVE

Torres de Hanoi - Ecuaciones - Sistemas

ABSTRACT

The "Towers of Hanoi" refers to a puzzle through which is described, simply, the
method of recurrence. The difference equations we describe the time evolution of a
system or a phenomenon, so that different discrete states through which it passes on,
are a direct function of the related statements immediately before and these are
called discrete dynamical systems, ie with developments in leaps in time and not
continuously, which would be expressed by a differential equation. In this article we
conduct an exercise of abstraction that allows us to study a little further this
tipo.También equations provide a set of guidelines to properly handle differences

linear equations and studied concepts such as stability criteria and asymptotes.
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TEXTO:

1. Introducciéon

En el nimero anterior de Vivat Academia, haciamos una introduccién al estudio de
las ecuaciones en diferencias, mediante un bonito rompecabezas, denominado las
"Torres de Hanoi", a través del cual se describe, de forma sencilla, el método de la
recurrencia. Ello nos permiti6 encontrar el valor de un estado cualquiera de un
sistema en funciéon de su estado precedente, estableciendo la correspondiente
ecuacion. En las ciencias de la computacién y sobre todo en lo referente a su
aplicacién sobre sistemas de control digital, asi como en otras muchas areas del
saber, la aplicacion de esta herramienta matematica nos permite la sintesis de
programas que realicen una determinada tarea que sabemos con certeza como seria
(o habria de ser), de forma empirica, mediante una secuencia de "n" elementos. En
esta segunda parte haremos un ejercicio de abstraccién, para estudiar un poco mas a

fondo las ecuaciones de este tipo.

En consecuencia, las Ecuaciones en Diferencias nos describen la evoluciéon temporal
de un sistema o un fenémeno, de forma que los diferentes estados discretos, por los

que pasa sucesivamente, son funcion directa de los correspondientes estados
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inmediatamente anteriores; estos son los llamados sistemas dindmicos discretos, es
decir con evoluciones a saltos en el tiempo y no de forma continua, lo que vendria
expresado por una ecuacién diferencial. Asi pues, si un sistema se encuentra en un
estado n+1 (con n perteneciente al conjunto de los nimeros enteros positivos: nl Z+,
n=1{0,1, 2 3., a atl, at2... }) la formulacién general de este tipo de ecuaciones se

expresara:

y[n+1] = f(y[n])

o, alternativamente, partiendo de un estado inicial para el sistema, y[0], podemos

generar la secuencia

y[01, £(y101), £(E(ION)), £(E(E(Y[OD))) -

que habitualmente se escribe en la forma siguiente:

f0(y[0]) = y[O;

f(y[0]) = £1(y[O0]);

£2 (y[0]) = £(£(y[0]));
£3(y[0]) = £(£ (£(y[O1)))--

o bien

y[n+1] = fn+1(y[0]) = f(y[n]) = £(fn(y[0]))

Para permitir al lector manejarse con la nomenclatura convencional en estos casos,

diremos que

f(y[0]) es llamado primer iterante de y[0] en la funcién f
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£2 (y[0]) es llamado segundo iterante de y[0] en la funcién £

fn(y[0]) es llamado enésimo iterante de y[0] en la funcién f

El conjunto de todos los iterantes, que se representa normalmente por {fn(y[0]), ni

Z+, o bien por O(y[0]), se denomina 6rbita de y[0].

Pongamos un ejemplo:

Sea y[0] = 256 y f(y[n]) = (y[n])1/2. La secuencia de iterantes se corresponde con:

256;16; 4; 2;1,41; 1,19; etc.

Como se puede apreciar facilmente, esta secuencia tiende a la unidad, que seria
entonces un punto atractor de la 6rbita, donde, ademds, permaneceria el sistema
indefinidamente. Es decir, podriamos considerarlo como un estado de equilibrio del
sistema. En la resoluciéon de esta especie de ecuaciones (obviamente no en el ejemplo
precedente) nos encontraremos con comportamientos curiosos de este tipo: puntos
atractores, a los que el sistema tiende asintéticamente; puntos de equilibrio, donde el
sistema, una vez alcanzados, permanece, y que a su vez pueden ser estables o
inestables; puntos periddicos entre los cuales el sistema oscila, tomando valores
iguales alternativamente; y puntos de bifurcacion, en los que el sistema puede tomar
varios valores simultdneamente, encontrando vias diferentes de evolucién. Al
respecto de los puntos de bifurcacion recomendamos la lectura del articulo
introductorio mencionado, publicado en el nimero 30 de Vivat Academia, donde, en
la resoluciéon del problema de las "Torres de Hanoi", habia situaciones en las que

podiamos optar por un cambio de fase u otro que, en unos casos, nos llevaban a la

I -
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situacion inicial y, en otros, podian hacer que el sistema diera con un estado en el que

se hacia necesario desandar los pasos dados para llegar a la soluciéon correcta.

2. Equilibrio

Es particularmente interesante estudiar los puntos de equilibrio. Llamamos punto o

estado de equilibrio de una ecuacién en diferencias a aquel estado y[n] que verifica:

y[n+1] = f(y[n]) = y[n]

es decir, el estado permanece invariante. Vedmoslo mediante un ejemplo. Sea el valor

del estado:

y[n] = x

y la funcién que determina la evolucién del sistema:

y[n+1] = f(y[n]) = y[n]. y[n]. y[n] = y3[n] = x3

Esta ecuacion representa un sistema con tres puntos de equilibrio, a saber:
x=1,x=-1yx=0

Si el sistema llega alguna vez a tomar alguno de los tres anteriores valores, tras partir

de una condicién inicial (un valor de x) determinada, habra alcanzado un punto de

equilibrio.
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Existe una diferencia fundamental entre este tipo de equilibrios, obtenidos mediante
ecuaciones en diferencias y los obtenidos mediante una ecuacion diferencial.
Mientras en estas tltimas los equilibrios son soluciones bien definidas de la ecuacién,
en los sistemas tratados en diferencias, una solucion de la ecuacién puede no
representar un equilibrio de partida pero, tras un ntimero finito de iteraciones, puede
alcanzar un punto de equilibrio y, si es estable, permanecer en él y ello dependera de
las condiciones iniciales del problema, es decir del valor de y[0]. El ejemplo anterior
no es muy ilustrativo al respecto, ya que x3 soélo puede alcanzar alguno de los tres
valores si parte inicialmente de ellos. Pero se pueden encontrar sistemas que se
comporten de tal manera que se alcance la estabilidad dependiendo de la condicién
inicial.

Ejemplo:

Sea el sistema descrito por la ecuacion en diferencias

y[n+1] = f(y[n])

con

f(y[n]) = 2 yn]

si y[n] toma valores en el intervalo cerrado [0, 2], (es decir, con inclusién de los
valores correspondientes a los bordes)

f(y[n]) = 2 (1-y[n])

si y[n] toma valores en el intervalo abierto por la izquierda (1/2, 1], (es decir, con
inclusion del valor del borde derecho y exclusién del correspondiente valor del borde
izquierdo).

f(y[n]) =3 y[n] -1

si y[n] toma valores mayores que la unidad.
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Tomemos como condicién inicial y[0] = 1/8. Siguiendo el proceso de iteracion,

encontramos
y[1] =Ya
y[2] =%
y[3]=1
y[4] =0
y[5]=0
y[6] =0

y asi indefinidamente

Es decir hemos alcanzado un punto de estabilidad en s6lo cuatro iteraciones, donde
el sistema permanecera en el futuro, sin cambio alguno. El estado de equilibrio es 0.

Se puede comprobar facilmente que existe otro punto de equilibrio de valor 2/3.

Sin embargo, si tomamos como condicién inicial y[0] = 5/9, el sistema crece en valor

indefinidamente.

Las ecuaciones en diferencias proveen, en muchas areas del conocimiento (Fisica,
Biologia, Economia, Ingenieria, etc.), la solucién de problemas ligados a la
estabilidad, asintoticidad de un comportamiento dindmico, oscilaciones, teoria del
control, caos, fractales, etc. No obstante, nuestra intencién es dar a conocer su
comportamiento general, para resolver ecuaciones diferenciales por métodos
prestados de estos procedimientos. Por consiguiente, no vamos a profundizar en el
estudio de las Ecuaciones en Diferencias y nos limitaremos a dar una serie de pautas

que nos seran utiles mas adelante.

NOTA: Nétese que la ecuacion s6lo contiene una variable y[n] (en la nomenclatura

del articulo anterior, un cambio de fase y[n]). Si la ecuacién representara el valor del

s L
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estado y[n] en funcién, no sélo de sus estados anteriores, sino también en funcién de
los estados de otras variables o cambios de fase, x[n], z[n], etc., que, a su vez,
dependen de sus correspondientes estados anteriores entre si y de los de la variable

y[n], denominariamos al conjunto Sistema de Ecuaciones en Diferencias.

3.  Ecuaciones Lineales y de Primer Orden en Diferencias

Una Ecuacién en Diferencias, lineal de primer orden seria:

y[n+1] = c(n) y[n] + b(n)

Donde c(n) y b(n) son coeficientes, que varian, en principio, de un estado a otro, es
decir, c(n+1) puede ser diferente de c(n) (anadlogamente con b(n)), en cuyo caso se
denomina ecuacién de coeficientes no constantes. Si ¢ y b son constantes reales (c,b 1
R) que mantienen su valor a lo largo de todo el proceso, la nomenclatura cambiaria a
Ecuacién Lineal en Diferencias, con Coeficientes Constantes. Ademas, esta ecuacién
recibe el sobrenombre de inhomogénea, por el hecho de poseer el término adicional
b(n) que, si bien es independiente del cambio de fase y[n] en si, es funcién del estado
n, lo que hace cambiar considerablemente el resultado en cada iteracion. La

correspondiente ecuacion homogénea se escribiria:

y[n+1] = c(n) y[n]
La ecuacion se denomina lineal porque depende exclusivamente del valor del estado
anterior y no de una funcién complicada de ese mismo estado anterior, o de una

combinacién de estados anteriores.

Como ejemplo de una ecuacién inhomogénea en coeficientes variables tendriamos:
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y[2] = e(M)y[1] + b(1)

y[3] = c@)y[2] + b(2) = c@)(c(L)y[1] + b(1)) + b(2) =
= c@)c()y[1] + c(2)b(1) + b(2)

y[4] = c@)y[3] + b(3) = c(3)(c(2)y[2] + b(2)) + b(3) =
c(3)c2)e(M)y[1] + c(3)e(2)b(1)) + c(3)b(2) + b(3)

y asi sucesivamente. En este caso hemos partido de una condicién inicial sobre el

estado y[1].

Una muestra de lo que podria ser una Ecuacién Lineal, Inhomogénea, en Diferencias

con Coeficientes Constantes podria ser la siguiente:

3yn+1]-2y[n]=2

3, 2y 1 Coeficientes constantes

y[n+1] Instante futuro de la ecuacién

y[n] Instante presente de la ecuaciéon

Una ecuacion en diferencias con coeficientes no constantes podria ser:

3ny[n+1] -2 (n+1) y[n] =n +2

3n, 2(n+1) y (n+2) Coeficientes (no constantes)

0 L
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El dominio discreto es definido por los valores que tomara la funcién en puntos
concretos y aislados dentro de una acotacion de estos, es decir, dentro del intervalo

de validez de los diferentes estados.

4, Orden o Grado de las Ecuaciones en Diferencias

Los ejemplos puestos hasta ahora lo son de ecuaciones de primer orden, o también de
primer grado, porque cada estado depende del inmediato anterior. Si la ecuacion
describiera el valor de un estado n en funcién del valor de dos o mas estados

anteriores, pongamos por caso:

y[n+1] = f(y[n-4])
diriamos que es de un grado u orden mayor que la unidad. En el ejemplo anterior el
grado seria 5, ya que un estado concreto es funcién directa de lo que acontecié cinco

estados anteriores.

Pueden existir combinaciones de varios estados anteriores, como por ejemplo:

y[n] = f(y[n-4]) + g(y[n-3]) + h(y[n-1])

Llamaremos "designador de instante" al nimero entero que, restado del valor de n,

indica cuantos estados anteriores hay que considerar en el correspondiente término

de la ecuacion. Asi la expresion anterior podriamos escribirla:

y[n] = f(y[n-al]) + g(y[n-a2]) + h(y[n-a3])

con valores al=4, a2=3 y a3=1. Los coeficientes ai son los designadores de instante y

han de pertenecer a los enteros positivos (ai I Z+).

o L
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El grado u orden de la ecuacion vendrd determinado por el mayor de los

designadores de instantes (ai). La ecuacion:

3yn+1]-2y[n]=n+2

es de grado uno, (ademds de tratarse de una ecuacién lineal no homogénea). Sin

embargo, la siguiente:

3y[n+5]-2y[n]=0

consiste en una ecuacién de quinto grado (que es ademas lineal y homogénea).

La resoluciéon de estas ecuaciones necesita de tantos valores iniciales como grado
tengan ya que, en principio, no estan definidas todas las condiciones de partida de
las mismas. Es decir, continuando con el mismo ejemplo anterior, si conocemos el
valor de y[n], conoceremos el estado y[n+5], pero desconocemos los estados
intermedios y[n+1], y[n+2], y[n+3] e y[n+4], y no podremos determinar directamente
y[n+6], y[n+7], y[n+8], y[n+9] y sus correspondientes posteriores, salvo que demos

explicitamente estos valores al comienzo.

Este tipo de ecuaciones lineales en diferencias de orden mayor que la unidad son
clasicas en casi todos los &mbitos de la Ciencia. Asi estan presentes en el estudio de la
dindmica de poblaciones de una sola especie (cuando se hacen intervenir varias
especies, nos enfrentariamos a la resolucion de sistemas de ecuaciones en
diferencias), en la evoluciéon de la economia, cuando se hace intervenir una sola

variable, en el estudio del movimiento de un tnico cuerpo en fisica...

5. Elementos de calculo de las diferencias

o L
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El célculo correspondiente a las ecuaciones en diferencias es muy similar al
correspondiente de las ecuaciones diferenciales e integrales y, en un préximo articulo
discutiremos estas analogias que nos llevan a poder resolver las ecuaciones
diferenciales, con métodos numéricos, haciendo uso de las técnicas de resolucion de
las ecuaciones que nos ocupan. Vamos, pues, a definir una serie de operadores que
nos facilitaran los calculos y nos serdn muy ttiles en el futuro. Estos operadores son:
operador identidad, operador diferencia, operador desplazamiento, y operador

antidiferencia.

Denominamos operador identidad (I) a aquella operacién en el sistema que deja

invariante (sin cambios) su estado, es decir:

Ly[n] = y[n]

Su aplicacion sucesiva sera:

Ik y[n] =Ty[n] = y[n]

Denominamos operador diferencia (D) al proceso que lleva a obtener la diferencia

entre dos estados consecutivos, o lo que es lo mismo:

D y[n] = y[n+1] - y[n]

Este operador D también suele designarse por la letra griega D, denominada a su vez

incremento.

Denominamos operador desplazamiento (E) (también llamado operador salto)a la
operacion que me lleva a obtener el estado futuro de un sistema a partir del estado

precedente. Consecuentemente este operador coincide con la propia definicion de

s L
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ecuacion en diferencias cuando el grado de la ecuaciéon es uno, mientras que sera

diferente si el grado de la ecuacion es superior a la unidad:

E y[n] = y[n+1]

Obviamente, la aplicacién sucesiva del operador desplazamiento hace posible el salto

de un estado a otro alejado en el futuro, o en forma abreviada:
Ek y[n] = y[n+kK]

Es inmediato encontrar que el operador diferencia es combinacién de los operadores

identidad y desplazamiento, siendo complicada la relacién directa entre D y E:
Dy[n] = (E-1) y[n] = y[n+1] - y[n]

Por lo tanto, su aplicaciéon sucesiva se puede escribir como:

Dk y[n] = (E - I)k y[n]

Que, recordando el desarrollo de la potencia de un binomio:

(@-b)2=a2+b2-2.a.b
(@a-b)3=a3-3.a2.b+3.a.b2-b3

(a—b)t = 2(— 1) [l_{]afk'ﬂ' b
t 1

donde

e L
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k] _ okt _
[i] Cilk-i)

_ k.(k-1).(k-2).(k=3)...3.2.1
T1G-D.G-2).G-3)...3.2.1.(k-i).(k-i—-1).(k—-i-2)...3.2. 1

con el convenio: 0! =1, equivale a:

D* y[n] = (E -T)* y[n] =

£ k fk‘ (k=i g
=> 1| |[E* ¥ ylnl =
1=
k fk‘\ -
=5 (-1)* ; E"™" yln] =
1=
k fk\
=> U [sin+k-i]
i=0 l

Correspondientemente, se puede demostrar:

k
I

E* y[n] = 2 [ ]D':H' y[n]

El operador diferencia D es el equivalente al operador derivada en el calculo

diferencial.

También son faciles de demostrar las siguientes igualdades:
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D

“;:y(k)]=y(n)

Similarmente podemos definir una suma de potencias del operador desplazamiento

E, en forma polinomial:

p(E) =a0 Ek + al E(k-1) + a2 E(k-2) + ... + a(k-1) E + ak I

Denominamos operador antidiferencia (D-1 6 D-1) a la operacién consistente es
deshacer la correspondiente al operador diferencia. Obviamente, en el contexto de las
ecuaciones diferenciales ello equivale a realizar la integracion. Su definicion sera:

D D-1y[n] = y[n]

O bien:

DD-1=1

Recordemos la definicion del operador diferencia y de la propia ecuacion en

diferencias:
y[n+1] = f(y[n])

Dy[n] = y[n+1] - y[n]

e L
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Por consiguiente:

D y[n+1] = y[n+2] - y[n+1] =
=D f(y[n]) = f(y[n+1]) - f(y[n])

Si anadimos una constante a la funcién que determina la ecuacion:

y[n+1] =£(y[n]) + b

la operacion D sera:

Dy[n] =y[n+1] - y[n] = f(y[n]) + b - f(y[n-1]) - b =
= f(y[n]) - f(y[n-1]) =
=D {f(y[n-1]) + b} = D {f(y[n-1])}

Es decir, afiadir una constante al valor de un estado proporciona el mismo valor para
la operacion diferencia. Obviamente el operador antidiferencia en solitario no tiene
por qué proporcionar exactamente el valor de la funcién que determina el salto de un
estado a otro, sino ese valor salvo una constante, ya que la aplicacion posterior del
operador diferencia nos dara el mismo resultado. Llamemos F(y[n]) a la funcién tal

que

D-Tf(y[n]) = F(y[n])

De la definicion de antidiferencia:

D D-1f(y[n]) = f(y[n]) = D F(y[n]) = D {F(y[n] + b}

T2
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O consecuentemente:

D-Tf(y[n]) = F(y[n]) + b

Donde b puede tomar el valor cero (0). En definitiva tenemos infinitos estados

posibles, diferenciados mediante constantes, en la aplicacion del operador

antidiferencia. Consecuentemente:

D-1D E(y[n]) = E(y[n]) + b

Mientras que:

D D-1 {(y[n]) = f(y[n])

En este caso se dice que los operadores D y D-1 no conmutan, puesto que su

aplicacion en orden diferente produce resultados distintos.

Por otra parte, como

D

“gy(k)]:y(n)

se puede inferir con facilidad el resultado

6. Soluciones a las ecuaciones lineales

TR -
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Si una ecuacion es lineal de cualquier grado, sea homogénea o no, con coeficientes

constantes o variables, es decir:

yln+1]= ng (n) y[k]

siendo k un ndmero entero, y admite mas de una solucién, la suma combinada
(combinacién lineal) de las soluciones es también solucién de la ecuacion.

Efectivamente, sean y1[n] e y2[n] dos soluciones cualesquiera. La combinacién:
y[n] =P yl[n] + Qy2[n]

con P y Q dos nimeros reales indeterminados, también es solucién. Escribamos la

ecuacion en la forma:

y[n +1]- I:ank () y[k]=0

Como y1[n] e y2[n] son soluciones, ambas verifican:

}’1[11 +1]_ggk (n) }’1[k]: 0

}’2[11 +1]_1:an1; (n) Fz[k]: 0

Por lo tanto:
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P Y1[ﬂ+1]_ggk (ﬂ}}’l[k] +Q }’z[n"'l]_ggk (ﬂ}?z[k] =0

Ello nos resultard especialmente util para encontrar las soluciones generales de
nuestras ecuaciones: aquellas soluciones que nos permiten definir la evoluciéon de un

sistema para cualquier condicién inicial.

Si tenemos un conjunto de soluciones linealmente independientes de una ecuacioén

lineal, es decir, una combinacién lineal arbitraria de ellas en la forma:
P1yl[n] + P2 y2[n] + P3 y3[n] + ... + Pm ym|[n]

que s6lo puede anularse si se anulan cada uno de los coeficientes Pm, la combinacién
anterior es también solucion no trivial de la ecuacion. Si ese conjunto de soluciones es
completo, es decir hemos encontrado todas las soluciones linealmente
independientes posibles, esa combinacién lineal nos proporciona la solucién llamada
general y podremos determinar el valor de y[n] para un valor cualquiera de y[0].

Volver al principio de Soluciones de las ecuaciones lineales

7. Conclusion:

Hemos dado en el presente articulo una serie de pautas para poder manipular
adecuadamente las ecuaciones lineales en diferencias. También hemos estudiado, de
forma somera, los criterios de estabilidad y asintoticidad.

Cualquier ecuacion de este tipo puede resolverse por el método estandar de la

recurrencia. En los casos mas simples ello puede ser atil. Sin embargo, en la mayoria

de los casos que nos encontraremos, debemos recurrir a otros métodos con el fin de
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asegurarnos la obtenciéon de las soluciones sin recurrir a calculos complejos y

larguisimos.

Dejamos para proximas entregas la descripcion de alguno de estos métodos de
resolucion, asi como los teoremas de existencia y unicidad de las soluciones. También
haremos el paralelismo entre este tipo de ecuaciones y las ecuaciones diferenciales,
para posteriormente indicar los métodos de resolucion de estas ultimas en
consonancia con los obtenidos para las ecuaciones en diferencias. Notese que las
definiciones dadas para los operadores se asemejan extraordinariamente con los

procesos de tratamiento de la diferenciacién e integracion de ecuaciones.
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